
Funktionen und ihre Schaubilder

Schnittpunkte

Spiel der Rechtecke

Schaubild 1: Rechtecke

bblau(x )=
1
2
x2 ∧ hblau(x )=

121
400

x2

brot (x)=x ∧ hrot(x)=
1
200

( x5+14 x3+49 x)
x∈ℝ∗

Wie verhalten sich die Flächen zueinander
Aus Schaubild 1 lässt sich erkennen, dass für x=2  die Fläche des blauen und roten 
Rechtecks gleich groß ist. Vermutlich sind auch die Flächen für x=3,5  gleich groß. Für 
wie viele x -Werte werden die Flächen von blauen und roten Rechtecken gleich groß 
sein?

Flächen: 

Ablau( x )=bblau( x )⋅hblau( x )=
1
2
x2⋅121
400

x2=121
800

x4

Arot ( x )=brot ( x )⋅hrot ( x )=
1
200

x⋅( x5+14 x3+49 x )= 1
200

( x6+14 x4+49 x2 )
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Schaubild 2 zeigt die Entwicklung der Flächengrößen.

Die Flächen sind immer genau dann für ein xS  gleich groß,

wenn: Ablau( xS )=Arot ( x S ) ⇔ Arot ( x S )−Ablau( xS )=0

Differenzfunktion: d ( x )=Arot( x )−Ablau( x )

Für jede Nullstelle der Differenzfunktion sind die blauen und
roten Rechtecke gleich groß:

d ( x ) = 0
Arot ( x )−Ablau( x ) = 0

1
200

( x6+14 x4+49 x2 )−( 121800 x4 ) = 0 |Zusammenfassen

x6

200
+ 56 x

4

800
+ 49 x

2

200
−121
800

x4 = 0

x6

200
−
65x 4

800
+
49 x2

200
= 0 |Faktorisieren

1
800

x2( 4 x4−65x2+196 ) = 0

Nach dem Satz vom Nullprodukt gilt: x=0  (doppelte Nullstelle) ∨ 4 x4−65x2+196=0

Lösen von quartischen Gleichungen mit Substitution:

4 x4−65x2+196 = 0 |Potenzgesetz

4 ( x2 )2−65 x2 +196 = 0 |Substitution x2→

4 ( )2−65 +196 = 0

Die nun entstandene quadratische Gleichung wird mit der Lösungsformel gelöst:

1 , 2 =
65±√(−65 )2− 4⋅4⋅196

2⋅4

=
65±√4225−3136

8

= 65±√1089
8

= 65±33
8

1 = 49
4

2 = 4
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Rücksubstitution: → x2

1 → x2 =
49
4

| √

x3 , 4 = ±√ 494
x3 , 4 = ±7

2

x3 = 7
2

x4 = −7
2

2 → x2 = 4 | √
x5 , 6 = ±√4
x5 , 6 = ±2

x5 = 2

x6 = −2

Da x=−7
2

, x=−2  und x=0  nicht im Definitionsbereich liegen, sind nur für x=2  und

x=7
2

 das blaue und rote Rechteck gleich groß.

An diesen Stellen schneiden sich die Kurven Kblau  und Krot .

Können die Rechtecke gleich hoch sein?
Gibt es x -Werte, für die das blaue und rote Rechteck gleich hoch
sind? Aus Schaubild 1 lässt sich erkennen, dass dies für x=2  der
Fall ist. In der Nähe von x=1  scheint es einen weiteren x -Wert
zu geben, für den die beiden Rechtecke gleich hoch sind.

Höhen: hblau( x )=
121
400

x2  und hrot ( x )=
1
200

( x5+14 x3+49 x )

Schaubild 3 zeigt die Entwicklung der Rechteckhöhen. Die

Rechtecke sind genau dann für xS  gleich hoch, wenn

hblau( xS )=hrot( xS ) ⇔ hrot( xS )−hblau( xS )=0

Differenzfunktion: d ( x )=hrot ( x )−hblau( x )
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Für jede Nullstelle der Differenzfunktion sind die blauen und roten Rechtecke gleich hoch:

d( x ) = 0
hrot( x )−hblau( x ) = 0

1
200

( x5+14 x3+49 x )−( 121400 x2 ) = 0 |Zusammefassen

2x5

400
+ 28 x

3

400
+ 98 x
400

−121
400

x2 = 0 |Faktorisieren

1
400

x (2 x4+28x2−121 x+98 ) = 0

Nach dem Satz vom Nullprodukt gilt: x=0 ∨ 2 x4+28 x2−121 x+98=0 .

Leider lässt sich die Gleichung 2x 4+28 x2−121 x+98=0  nicht ohne weiteres algebraisch 
Lösen. Aus dem Schaubild ist jedoch erkennbar, dass die Differenzfunktion zumindest in 
der Nähe der Stellen x=1  und x=2  jeweils eine Nullstelle besitzt.

Testen durch Einsetzen: 

x=2: 2⋅24+28⋅22−121⋅2+98=0  

x=1: 2⋅14+28⋅12−121⋅1+98=7  

Lösen von Gleichungen mit Intervallschachtelung:

Schritt Vorgehen Beispiel

1) Groben Bereich der Nullstelle xN  bestimmen: 1≤xN≤1,5

2) Die Funktionswerte für die Bereichsgrenzen berechnen: f (1 )=7
f (2 )≈−10,375

3) Mittelwert der Bereichsgrenzen bilden: 1+1,5
2

=1,25

4) Die Funktionswert für den Mittelwert berechnen: f (1,25 )≈−4,617

5) Bereich einschränken: 1≤xN≤1,25

6) Mit Schritt 3 Fortfahren, bis xN  genau genug bestimmt ist.
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f (1 )=7
f (1,5 )≈−10,375

⇒ 1≤xN≤1,5

1. Durchlauf: 1≤xN≤1,5 ⇒ xm= 1+1,5
2

=1,25; f ( 1,25 )≈−4,617

2. Durchlauf: 1≤xN≤1,25 ⇒ xm= 1+1,25
2

=1,125 ; f ( 1,125 )≈0,516

3. Durchlauf: 1,125≤xN≤1,25 ⇒ xm= 1,125+1,25
2

=1,1875; f (1,1875 )≈−2,226

4. Durchlauf: 1,125≤xN≤1,1875 ⇒ xm=1,125+1,1875
2

=1,15625; f ( 1,15625 )≈−0,898

5. Durchlauf: 1,125≤xN≤1,15625 ⇒ xm= 1,125+1,15625
2

=1,140625; f ( 1,140625 )≈−0,202

6. Durchlauf:

1,125≤xN≤1,140625 ⇒ xm= 1,125+1,140625
2

=1,1328125; f ( 1,1328125 )≈0,155

7. Durchlauf:

1,1328125≤xN≤1,140625 ⇒ xm=1,1328125+1,140625
2

=1,13671875 ; f ( 1,13671875 )≈−0,024

xN≈1,1367

Blaues und rotes Rechteck haben für x≈1,1367  und x=2  die gleiche Höhe.

An den Stellen x≈1,1367  und x=2  schneiden sich die Kurven Kblau  und  Krot .

Vereinfachung

Statt jedes mal den Mittelwert zu bestimmen wird mit Tabellen gearbeitet:

x
x+
1
2

0
1
32

1
16

3
32

1
8

5
32

3
16

7
32

1
4

9
32

5
16

11
32

3
8

13
32

7
16

15
32

1
2

Analog kann eine Tabelle für 
1
2
≤x≤1  erstellt werden.
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Beispiel mit Tabellen

Gesucht sind die Nullstellen der Funktion f (x)=0,047538 x2+ ex−1 .

Setze f (x)=0 : 0,047538 x2+ ex−1=0

1. Lösung der Gleichung durch raten: x1
=0 , denn f (0)=0 .

2. Lösung durch Intervallschachtelung:

f (x)=  0,047538 x2 + ex - 1 Nullstelle: x≈  -4,5625

X X X X X

x= + 0
1
32

1
16

3
32

1
8

5
32

3
16

7
32

1
4

9
32

5
16

11
32

3
8

13
32

7
16

15
32

1
2

f (x )=

0,1951

0,0812

0,0267

0 -0,221
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Weitere Beispiele

Gesucht sind die Nullstellen der Funktion f (x)=x3−ex+
1
20

, x∈ℝ

Setze f (x)=0 : x
3−e x+

1
20

=0

Suche mit der Intervallschachtelungen nach Lösungen:

1. Nullstelle im Bereich 1≤xN≤2
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f (x)=  x3 - ex + – Nullstelle: x≈  1,8437

X X X X X X

x= + 1
2

17
32

9
16

19
32

5
8

21
32

11
16

23
32

3
4

25
32

13
16

27
32

7
8

29
32

15
16

31
32

1

f (x )=

-1,0567

-0,3452

-0,1214

-0,0025

0,121

0,6609

1

1
20
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2. Nullstelle im Bereich 4≤xN≤5
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f (x)=  x3 - ex + – Nullstelle: x≈  4,5312

X X X X X X

x= + 1
2

17
32

9
16

19
32

5
8

21
32

11
16

23
32

3
4

25
32

13
16

27
32

7
8

29
32

15
16

31
32

1

f (x )=

1,1579

0,2121

-0,7979

-3,0211

-8,3624

-23,3631

4

1
20
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Gesucht sind die Nullstellen der Funktion f (x)=x5−9 x4+ 30 x3−46 x2+ 33 x−
119
25

, x∈ℝ

Setze f (x)=0 : x
5−9 x4+ 30 x3−46 x2+ 33 x−

119
25

=0

Suche mit der Intervallschachtelungen nach Lösungen:

Nullstelle im Bereich 0≤xN≤1

f (x)=  x5 – 9x4 + 30x3 – 46x2 + 33x – Nullstelle: x≈  0,1875

X X X X X X

x= + 0
1
32

1
16

3
32

1
8

5
32

3
16

7
32

1
4

9
32

5
16

11
32

3
8

13
32

7
16

15
32

1
2

f (x )=

-4,76

-1,2973

-0,0028

1,0496

3,4587
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Gesucht ist die Schnittstelle der Graphen K h  und K p  zu den Funktionen h (x)=e2x+
2
5

und p (x)=x2−
1
5

, x∈ℝ .

Bilde die Differenzenfunktion

f (x)=h (x)−p (x)=e2 x−x2+
3
5

 und suche die Nullstellen.

Setze f (x)=0 : e
2x−x2+

3
5
=0

Suche mit der Intervallschachtelungen nach Lösungen:

Nullstelle im Bereich −1≤x
N
≤0

f (x)=  e2x – x2 + – Nullstelle: x≈  -0,875

X X X X

x= + 0
1
32

1
16

3
32

1
8

5
32

3
16

7
32

1
4

9
32

5
16

11
32

3
8

13
32

7
16

15
32

1
2

f (x )=

-0,2647

0,0081

0,2606

0,7179
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